[image: image14.jpg]N~

g



Cours CRM Leysin
Jeudi 13 Septembre 2012

Expérimenter avec Cabri-géomètre : problème du pont – essai de solutions
· Recherche en commun d'une résolution avec Cabri du problème du pont :

Etant donnée une rivière aux berges rectilignes et parallèles, et de deux villes V1 et V2 situées de

part et d'autre de la rivière, où faut-il placer un pont P1P2 perpendiculaire à la rivière pour rendre

minimal le trajet V1P1P2V2 ?
· La question est : quelle construction faire sous Cabri pour représenter le problème à partir de l'énoncé ? 
(Cette question n'est pas triviale). La construction qui semble a priori la plus "naturelle " est sans doute :
	- d'abord créer une droite d (ici horizontale), puis par un point libre R construire la parallèle d' à d et enfin deux points libres V1 et V2 (voilà pour le paramétrage du contexte du problème ,
ici : la rivière et les deux villes).
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	- ensuite, créer un point P1 semi-libre sur d et construire sa projection orthogonale P2 sur l'autre berge d' , ainsi que les segments du trajet V1P1V2P2 (voilà pour le paramétrage d'une solution éventuelle, ici : une position du pont).


Remarquons l'aspect distinct des 2 étapes mentionnées ci-dessus dans la construction qui correspond à 2 niveaux distincts de paramétrage et donc de variation.


C'est seulement une fois fixé le contexte, que l'on fait varier la position du point pour découvrir la position optimale, mais cette position "solution" devra (autant que possible) être caractérisée en termes valables pour n'importe quel choix du contexte.
- Etude du problème par Cabri-ajustement :


On a rapidement constaté que le point P1 doit être élément du segment (AB(, où A et B sont les projetés orthogonaux de V1 et V2 sur d. En effet, dès que P1 sort de ce segment, les distances V1P1 et V2P2 augmentent. Au contraire dans ce segment, pour un déplacement de P1, si V1P1 augmente, alors V2P2 diminue et réciproquement, d'où l'incertitude à l'intérieur de ce segment (AB(.   On a émis trois conjectures :

1)
Le point P1 doit être le milieu du segment (AB(.

2)
Le pont doit passer par l'intersection de 

la droite (V1V2) et de " l'axe médian " de la rivière.

3)
Les droites (V1P1) et (V2P2) doivent être parallèles.

A travers des déplacements provoquant la variation du contexte du problème, on a montré la fragilité des conjectures 1) et 2), de même en construisant sur une perpendiculaire en P1 à d le point D tel que  P1D = V1P1 + V2P2.

L'apport remarquable de Cabri est de fournir très simplement cette courbe de distance à partir de sa cabri-formalisation, et surtout de juxtaposer, au même instant et sur la même figure, deux niveaux très différents de représentation du problème :

-
en bas, le niveau très "concret" du pont que l'on déplace 
manuellement ;
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	-
en haut, le niveau habituellement considéré comme "abstrait" de la représentation graphique

de la fonction. Nous sommes ensuite passé "à l'attaque" d'une démonstration de la conjecture 3) 
confirmée par l'approche précédente. Dans l'esprit de la méthode du problème du carré à inscrire dans 
un triangle, comment pourrait-on raisonner ?
-
On a déjà réalisé le "paramétrage d'une solution éventuelle" donnant une famille F décrite par la 
manipulation du point P1. 
	

	La question est désormais :
Comment dégager un invariant dans cette famille ? Grâce à quelle construction complémentaire ? 
1) Une approche par recherche d'invariant dans la famille des solutions possibles :
	

	L'idée de mettre bout à bout les longueurs V1P1 et V2P2 est naturelle, mais la première idée est de le faire sous forme de "segments colinéaires", et cela ne semble pas très productif.


L'idée productive, mais honnêtement pas spontané-ment immédiate, est de translater le point V2 en le point V'2 de vecteur EQ \o(\s\up2(Ä);P2P1), suite à la constatation élémentaire que la largeur de la rivière est un para-mètre non influant sur la méthode de construction de la solution recherchée. En déplaçant le point P1, le point V'2 reste fixe (voilà l'invariant !) et la solution saute aux yeux : la position recherchée de P1 est P, intersection de la segment (V1V'2) avec la droite d1 .
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	2) Une approche par recherche d'invariant dans la variation du contexte :
	

	A défaut d'avoir la bonne idée précédente, on peut envisager de faire varier non plus la position du pont, mais le contexte (la rivière et les deux villes) pour rechercher un invariant portant sur la comparaison entre deux positions du pont.
Sur une telle figure "comparative" entre deux positions du point P1, on peut faire varier le contexte du problème, en déplaçant les points libres V1, V2 et R, (sur les figures ci-dessous on déplace le point R) 
	

	[image: image7.jpg]Pl
P2

P2

P

di
a2




 [image: image8.jpg]Pl
P2

P

di

a2




  [image: image9.jpg]Pl

di

a2

P2

v2




	

	mais ces manipulations ne sont pas très productives à cause du mode de construction "naturelle" de la figure (décrite sur la première page) : les 4 paramètres qui déterminent le contexte du problème sont : 
- la distance de chaque ville à sa berge - la largeur de la rivière - l'écartement entre les projections des villes sur une même horizontale. Or dans la construction décrite plus haut, on a commis une légère erreur (mais lourde de conséquence) : ces 4 paramètres sont a priori indépendants, mais pas dans notre construction ! En effet, quand on déplace le point R pour faire varier la largeur de la rivière, V2 qui est libre ne bouge pas, et ainsi la distance de V2 à la berge se trouve modifiée. Le souci de pouvoir faire varier indépendamment les 4 paramètres du contexte du problème va donc nous amener à réaliser une autre construction pour la représentation du problème.


	


	Voici une construction d'une figure qui respecte l'indépendance des 4 paramètres : la distance de chaque ville à sa berge, la largeur de la rivière et l'écartement entre les projections des villes sur une même horizontale :
	

	Le point V1 est libre ainsi que la droite d1 représentant la berge supérieure. Le point R est semi-libre sur une perpendiculaire à d1 permet de construire la berge inférieure. V2 n'est plus libre, mais semi-libre sur une perpendiculaire à la berge inférieure d2 passant par un point C, lui-même semi-libre sur cette berge. Ainsi V2 est directement déplaçable verticalement et déplaçable horizontalement par C, mais il "suit" la berge quand on fait varier la largeur de la rivière par la point R.
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	Avec cette construction, moins naturelle que la précédente, on peut faire varier les 4 paramètres du contexte, en toute indépendance. Et cette fois, la variation de la largeur de la rivière par la manipulation du point R donne la "dynamique" ci-dessous très éclairante :
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	On voit en effet apparaître un invariant "de comparaison" que l'on peut exprimer ainsi :

P1 et P'1 étant deux points quelconques de la berge supérieure, si, dans un contexte donné, le chemin par P1 est meilleur que celui par P'1 , alors cela reste vrai après une opération de translation de l'ensemble "berge inférieure et ville V2", orthogonalement à la rivière (c'est à dire en ne modifiant que la largeur de la rivière et en laissant inchangés les 3 autres paramètres).

Ainsi le résultat de la comparaison reste inchangé jusqu'au cas limite où la rivière est de "largeur nulle". Or, dans ce cas limite, la position optimale de P1 est évidemment dans l'alignement de V1 et V2. D'où l'on retrouve, pour un contexte quelconque, la construction de P1 dans l'alignement de V1 et de l'image V'2 de V2 dans la translation de vecteur EQ \o(\s\up2(Ä);P2P1) correspondant à la largeur de la rivière.
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