Chapitre 1 - Représentation d’une courbe

81  Représentation paramétrique d’une courbe

1.1  Introduction
o Définition
Soit un repére orthonormé K = (O, A, A ) duplan P .

Une courbe I" du plan IP est un ensemble de points vérifiant une propriété.

Soit f une fonction, si I ={M(x ;y) € I[P |y = f(x)} , on appelle T le graphique de la fonction f et on le note I';.

Définition :

Soit ¢ et y deux fonctions définies sur une méme partie D de IR ; I’ensemble des points M(x ;y) dont les
coordonnées cartésiennes x ety vérifient :

{;:;’;{3 ,teD est une courbe plane I . Ces équations sont appelées équations paramétriques de I,

la variable t étant le paramétre .

On dit aussi que ces deux équations définissent une représentation paramétrique de la courbe I" .
Remarques :

1) Une courbe I" donnée admet une infinité de représentations paramétriques. .
2) Une courbe donnée par son équation cartésienne y = f(x) admet le représentation paramétrique : {yX:_f(tt) ,te Df

o Exemples

1) Ladroite : on avu au cours de géométrie analytique plan que la droite d passant par le point P(x, ;Y,) et

. 7 o . . - X=X, +ta N
de vecteur directeur d =\n ] admet la représentation paramétrique ,outelR .

y=Yo +1tf

2) Lecercle & (C(a;B),r) de centre C(a ; B) et de rayon r

admet I’équation cartésienne | (x - . )’ + (y - B)> = r?

X=a +rcos(t)

y=B+rsint) ' '€ R,

si I’on pose la représentation paramétrigue {

ona (x-a)+(y-p)*=[rcos(t) + [rsin®] =r’,
le paramétre t est une mesure de I’angle orienté (<O , €M),
ou M désigne un point quelconque du cercle .

H Pierre Frachebourg — Représentation d’ une courbe — année 2002 / 2003 1



1.2 Elimination du paramétre

Lorsqu’une courbe plane T est définie par sa représentation paramétrique, on peut souvent déterminer son

équation cartésienne en éliminant le paramétre entre les deux équations paramétriques de la courbe.

Exemple 1 : Soit la courbe I'; définie par

2=(t+47) (1)
On peut écrire les équations (1) et (2) : 2ay tl
3 = (=1 (@)
2, Y ot (3
amembre (1') et (2') on obtient : a b
2x_.2y _2 (4)
a b t

membre a membre les équations (3) et (4) et
obtient ainsi une équation cartésienne de la courbe I'; :

20, ) (2 Y\ _g XY
(aerj(a bj_d'@a2 et

La courbe I'; est une hyperbole .

1.3 Un exemple géométrique : la cycloide

x=0®=5(t+1) O
y=v®=5(t-1) @

outelR et(a;b) e R"xIR";

, puis en additionnant et en soustrayant membre

; on élimine alors le paramétre t en multipliant

représentation paramétrique :
x=aj2 [+ 1jt] = 2,55

¥ =bi2 (t-1h]) = 1,90
a=4,1,20b=1,1,01

L'HYPERBOLE

Soit un cercle Q de rayon a qui roule sans glisser sur une droite immobile. La courbe " , ensemble décrit

par un point M fixé sur le cercle Q2 , s’appelle une cycloide.

Prenons la droite (OI) sur laquelle roule le cercle Q2 ; pour
origine des coordonnées prenons la position initiale du point
M, lorsqu’il est le point de tangence du cercle avec I’axe
(Ol) et soit t I’angle dont a tourné le cercle.

Soit C le centre du cercle Q, N le point de tangence du
cercle Q avec I’axe (Ol) , Q le projeté orthogonal de M sur
(Ol) et R le projeté orthogonal de M sur (CN).

Comme le cercle Q
ona ON=arcNM=a-t

et on peut exprimer les coordonnées du point M qui décrit
la cycloide en fonction du paramétre t = N&M :

roule sans glisser sur (Ol),

X = @;ﬁ_@ =at—asin(t) =a (t-sin(t))

=2
-
=l

LA CYCLOIDE

Déplacer le point C

y= QiMzm—ﬁza—acos(t)=a(1—cos(t))

Ce qui donne la représentation paramétrique de la
cycloide.
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1.4 Etude d’une courbe donnée par sa représentation paramétrigue

o FEtude

Pour construire une courbe plane I" définie par ses équations paramétriques { (ng teD,

on étudie simultanément les deux fonctions ¢ et y , et on établit le tableau des variations de x et de y

en fonction du paramétre t . On traitera les points suivants :

1) le domaine D= D, " D,

2) Si D est symétrique et si
a) o(-t) = o(t) et y(-t) = - y(t), VteD, la courbe est symétrique par rapport a I’axe (Ol) ;
b) o(-t) = - o(t) et y(-t) = y(t), VteD, la courbe est symétrique par rapport a I’axe (OJ) ;
c) o(-t) = -o(t) et y(-t) = - y(t), VteD, la courbe est symétrique par rapporta O .

3) les asymptotes : supposons que lorsque le paramétre t tend vers une valeur t, ( ou vers I’infini ), I’'une ou
moins des coordonnées x ou y tend vers I’infini. On a les trois possibilités suivantes
(ou a et b sont des nombres réels ) :
*six—a et |y| > +oo , alors la courbe admet I’asymptote verticale d’équation ;
*Si|x|—>+0 et |yj—>b ,alorslacourbe admet I’asymptote horizontale d’équation ;
*si|x|—>+0 et |y|— 4o ,alors la courbe peut admettre une direction asymptotique ou une asymptote

affine d’équation cartésienne [y = mx + h], si celle-ci existe, les coefficients a et b sont donnés par :

_m?¢8 ot h=lim[y@®-me ]

4) Trouver les points particuliers correspondant a des valeurs remarquables du parameétre t, ainsi que les
tangentes en ces points.

dy _ w'(t)
M=a =o'

Les points pour lesquels ona ¢ '(t) =y '(t) =0 sont des points singuliers.

d?y _ @'(t)w "(t) - ¢ "(t)w (1)
ox? [o'®F

reuve : d’y _ d(dyj d(dy] dt d(y'®) 1
©odx® dxldx) dtidx)dx dt o'(t) ) @'(t)

it d?y d(l//(t)] 1 _v"Oe®-v'®Oe"® 1 _ y"O)e'®)-y'1)e"1)
dx? "(t) ) ¢'(t) [o'®F @' (1) lo'®F

La pente de la tangente a la courbe I" en un point est défini par :

5) Déterminer les points d’inflexion éventuels en calculant :

La courbe I admet des points d’inflexion s’il existe des valeurs t, du parameétre t
2

d .
telles que d_x)zl s’annule en changeant de signe,

c'est-a-dire si le numérateur @'(t)-w"(t)-@" () -w '(t)=0 , avec ¢’(t) = 0, pour t = t, .
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o Exercicerésolu

Soit a étudier et a représenter graphiquement la courbe plane I" donnée par sa représentation paramétrique :

__ 1
t (t+2)
e-t

=1

X

Solution :

Déplacer le point t sur la droite D|

t= 024

représentation paramétrique :
<[ = 1,88
it = 3.3

Q 1 2 D

EXERCICE R&SOLU

15 Aire d’une surface délimitée par une courbe en représentation paramétrique

Soit une courbe plane T donnée par ses équations parametriques

X=(t) teD

y=y(t)

Onadx=¢@'(t)dt et y=(t); ainsi I’aire de la surface délimitée

par I’axe (Ol), les verticalesx =a etx =b et la courbe I",

sia=o(tl) et b = @(t2) , est donnée par

Jv®oma

Exercice: Calculer I'aire de la surface sous un arc de cycloide.

Y 2)

W)

1.6 Longueur d’un arc de courbe en représentation paramétrigue

Soit une courbe plane T donnée par ses équations parametriques

X=(t) teD

y=y(t)

Onadx=¢'(t)dt et dy_v® ; ainsi la longueur £ de I’arc de

dx  ¢'(t)

courbe délimitée par les verticalesx =a etx=b,

sia=o(tl) et b = @(t2) , est donnée par

l=TJhﬁﬁ+hﬂﬂzm

Exercice: Calculer lalongueur d’un arc de cycloide.
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1.7

171

Volume d’un corps de révolution

Soit une courbe plane T" donnée par ses équations paramétriques {;f\(sgg ,teD.

Ona: dx=¢'(t)dt ;

ainsi le volume V' du corps de révolution obtenue en faisant tourner autour de I’axe (Ol) la surface
délimitée par I’axe (Ol), la courbe I" et par les verticales x =a etx =b, sia=o(tl) et b = ¢(t2) ,
est donnée par

t,

V=n| [w®F ') dt

b

Exercice : Calculer le volume du corps engendré par la révolution autour de (Ol) d’'un arc de cycloide.

1.7.2

Soit une courbe plane T" donnée par ses équations paramétriques {;f;’;&g ,teD.

Ona: dx=¢'(t)dt ;
ainsi le volume V du corps de révolution obtenue en faisant tourner autour de I’axe (0J) la surface
délimitée par I’axe (Ol), la courbe I" et par les verticales x =a etx =b, sia=o(tl) et b = ¢(t2) ,

est donnée par
l2

V=2n] o) wH)-o't)dt

b
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