Chapitre 1 - Représentation d’une courbe

82  Représentation polaired’une courbe

2.1  Coordonnées polaires

M[&:r]
Soit un repére orthonormé R = (O, A, 4 ) du plan
Unpoint M (distinctde O) duplan  est entierement déterminé par

1) Iamesureé deI’angIg{(é;__éM),
2) lanorme du vecteur &M i r= || &M || .

Définition :

Les deux nombres 6 ( avec eeé) et r sont appelés coor données polairesdu point M ; onnoteM ( 6 ;r) .
0 est I’argument ( ou angle polaire) du point M ;
r est lerayon vecteur (ourayon polaire) du point M .

L’ origine O est appelé pble et I' axe (Ol) axe polair e du systéme de coordonnées polaires .

remarques: - Lepble O est défini par la seule condition : r = 0 ; son argument 0 étant arbitraire .
-Lecouple (6 + 7 ;-r)est aussi un couple de coordonnées polairesdu pointM (6 ;r).
- Tous les couples de coordonnées polaires du point M sont donc donnés par :
(6+k2m ;r) ou (06+m+Kk2r ;-r) (keZ)

2.2 Relations avec |es coordonnées cartésiennes

Soit M un point du plan distinct de O, (8,r) ses coordonnées polaires et (x ;y) ses coordonnées cartésiennes.
On peut passer des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires par les formules :

{x =r cos(0)
y=rsin(0)

X

X____ X
r lx2+y2
sin(0) =¥ = ——~

cos(0) =

Le passage inverse est défini par lesformules : r=,x2+y2 et

On aencore : tan(b) :¥
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2.3 Equation polaired’une courbe

Onnotera( 0, p ) un couple de coordonnées polaires d un point M, ou p désigne un nombre réel positif
ou négatif (p=roup =-r).

Définition :

Soit F une fonction des deux variablesréelles 6 et p. L’ ensemble des points M du plan dont les coordonnées
polaires 6 et p satisfont al’équation F (6, p ) = 0 est une courbe T" du plan.
L’ éguation F (6, p ) = 0 est appelée équation polairedelacourbeT .

Tout point du plan admettant une double infinité de coordonnées polaires, une courbe peut étre définie par deux
équations polaires non équivalentes.

Exemple: Lesdeux éguationsnon équivalentes: p=acos®) +b et p=acos®)-b (oua>0etb>0)
représentent la méme courbe, appel ée « limagon de Pascal » ( la seconde équation s obtient en remplacant dans
lapremiére 6 par 6 + w et p par -p ).

24 Equations polaires d’ une droite et d’ un cercle

1) Unedroite d équation cartésienne x = ¢ est I’ ensemble
des points M(c ;y) d’ abscisse x = ¢ constant et

d ordonnée y quelconque. 0ze

Une droite d’ équation polaire 6 = c est I’ ensemble ©=233
des points M(c ;r) d angle polaire 6 = ¢ constant et b3 1

de rayon polaire r quelconque. % !

Cette droite passe par le pdle O de rayon polairer = 0. c

Une droite d ne passant pas par le pdle O est entierement
déterminée par les coordonnées ( 0o ;po) de son point
d'intersection P avec la perpendiculaire p abaissée du
pble sur ele.

— pO _ Po
Onacos(0p-0)= o S P=Cose0g

M :P)
- Siladroited est perpendiculaire al’ axe polaire, on abp = 0
et |’ équation devient : p=%§@);
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- Siladroited est paraléle al’axe polaire, on a6y = %

et I"équation devient : p =0

2) Unedroite d équation cartésienney = c est I’ ensemble
des points M(x ;c) d’ ordonnéey = ¢ constant et
d’ abscisse x quelconque.
L’ ensemble des points M(6 ; R) de rayon polaire p = R constant
et d’ angle polaire 6 quelconque est le cercle C de centre O et
derayon R. Son équation polaireestp=R ou p=-R.

Si le cercle € est de centre C(0 ;po) €t derayon R :
a) Calculer ladistance 3(M1;M5) st M1(01;p1) €t M2(62;p2) .
b) En déduire une équation polaire de C :

C:p*-2popcog(0-6y)+ p3-R°=0.

d M(8: P)

o=

p=220

1

0(0,00; non défini) x

C[3.44; 1,16 rd)
.

®+ 15,66r*sin[t+0,41rd]+56,33 = 0

L

25 Présentation de quelques courbes de fonctions élémentaires

Equation cartésienne y = f(x)

Equation polaire p = f(0)

1) Lafonctionidentité définiepary =x : Lafonction polaire définiepar p =6 :
Ir={M(x;y) € |y=x} estunedroite Iir={M(@®:p) e |p=06}estunespirae
d Archimede
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2) Lafonctioninverse définiepar y = % : Lafonction polaire définie par p=% :
rir={Mxyy)e |y= %} estunehyperbole  Ty={M(@®©;p) e | p:%} est une spirale hyperbolique

¥

M(B:9) 0.2

% ou
' 0

——a

M=) .

3) Lafonction quadratique définie pary = cos(X) : Lafonction polaire définie par p = cos(0):
Ir={M(x;y) e |y=cos(x)} estune IT={M(0;p) € |p=cog(0)} estunerosace
sinusoidale

M[x:cos[x])

2.6 Etude d’' une courbe donnée par une équation polaire

Soit a étudier et areprésenter graphiquement une courbe plane donnée par une équation polaire p = f(6) .

On procede de la méme maniére que pour une courbe donnée par son équation cartésienne, mais en calculant
de plus I’ angle que forme une tangente en un point quelconque de la courbe avec le rayon-vecteur de ce point.
On traitera notamment les questions suivantes :

1) Déterminer |I'ensemble de définition D; de lafonction f et sa périodicité éventuelle.
2) Observer s lacourbe admet un axe ou un centre de symétrie. Par exemple :
a) s f(-0) =f(6) pour tout 6eDx : la courbe est symétrique par rapport al’ axe polaire (Ol) ;

b) s f(-0) =-f(0) pour tout 6Dy : la courbe est symétrique par rapport al’ axe (OJ), ou J(% 1) ;

c) s f(6+m) =1(0) pour tout 6Dy : la courbe admet le pdle O comme centre de symétrie .
3) Soit M( 6;p) un point quelconque de la courbe et t 1a tangente ala courbe en ce point.

Nous admettons |e théoréme suivant :
Si nous désignons par @ lamesure del’angle (&M ; t)
compriseentreO et , alorson a:

_ 1(0)
Latangente en tout point de la courbe est déterminée
par laconnaissance de l’angle ® .
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D’autre part, larelation ci-dessus permet de déterminer, s'ils existent, les points de la courbe
admettant une tangente horizontale ou une tangente verticale :
a) Onaunetangentehorizontaless ® =(n-0)+kn,k e Z,

c'est adire: tan(w) = -tan(0) ;

b) Onaunetangente verticale s co=(§ -0)+kn,keZ,

c'est adire: tan(m) = cot(0) = m ;

4) Si, pour une valeur de 6, de’angle polaire, on a gllrg |f(6’)| =+,

la courbe peut admettre une asymptote rectiligne :
a) lacourbe admet une asymptote verticale d équation cartésienne x = asi

glin;l f(0)-cos(0) = a existe;

b) lacourbe admet une asymptote horizontale d' équation cartésienney = b si
6!ing1 f(8)-sin(0) =b existe;

c) lacourbe admet une asymptote affine d’ équationy = ax+b si
a= |im tan(¢) b= lim f(6) [sin(6) - acos(6)]

2.6 Exercicerésolu : Lacardioide

HYPOCYCLOIDE et EPICYCLOIDE

Le nom de cette courbe a été donné par Castillon
(1741). Cette courbe peut étre générée par un point
d'un cercle qui roule sans glisser sur un cercle fixe de
méme rayon. Elle est un cas particulier des
épicycloides ( et hypocycloides).

LA CARDIOIDE

i8] =2a(1+cos[Q)) = 7.45 = OM

Si le cerclefixe est derayon a , une équation polaire
delacardioide est :
p = 2a(1+cos(0))

0 =555
a=214

! e
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2.7  Aired un secteur de courbe donnée par son équation polaire

Soit une courbe T" d’ équation polaire p = f(0) et f continue ;
soit A(B1;p1) € T et B(02;p2) € T' et soit Dn un partage de [0;; 05]

en nintervalles. Considérons le secteur curviligne OA;_1A; avec 3(Ai.1,Ai) ~ arcAiA; ;

I"aire du triangle OA;.1,A; et égalea

A= in@ -0 )=-= Sin(ei_e‘-l)Ae UAO =6 —0
i_;pi-lpisn( T i-1)_;pi-1pi N OUAG =6, -0 4
|
L’ aire 4 du secteur OAB vaut aors:
sn(é. -6.,)
= lim 2/4 = ||mz ,WAH

or f est continue sur [6;.1; 6] et f(6.)< / T (8,) -f(8) <f(®)),

donc 3 & €[0i1; 0] tel quef(&) =4/ (6 ,)-f(8) (thmdelavaleur intermédiaire) ;

don A= imY 2 B a0 = im > 10 1(0) T ag
sin(@ -46.,) %
JLTOZ f2 (é)gi—HAe j—f (6’)1d6’—;jp2-d9

6

2.8 Longueur d' un arc de courbe donnée par son éguation polaire

Soit une courbe T" d’ équation polaire p = f(6) et f continue ; soit A(01;p1) € T’ et B(02;p2) € T .

{ X = p cos(6) { x = f (0) cos(6) { dx=[f'(0) cos(0) - f () sin(0)] do
Ona = )
dy=[f'(0) sin() + f(0) cos(6)] d&

. . ~
y=psin(o) y=f(0)sin(0)

D’ ot I’ dément différentiel de longueur ds® = dx® + dy? = [f%(0)+'%(0)] d6?.

0, 0,
Ainsi lalongueur del’arc AB =€ = jds = J-\/f 2(0)+f 2 (0) do

0 0

Exemple : Calculer lalongueur d’ une spire de la spirale d’ Archimede d’ éguation polaire p = f(6) =6

T\/f2(9)+f 2(9) do

_ 1”\/49%1 de:B[ln(\/ez—uw)w]%e 9%1}0

E [In(\/ Ar® +1+ 27r)+ 27r]+ N ar +1}; 21,26 [u.t]
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